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From an irreducible depth 2 inclusion M0 /M1 of factors with a faithful semi-
finite normal operator-valued weight, verifying a regularity condition, we construct
the canonical tower (Mi) i # N . We prove then that both relative commutants
M2 & M$0 and M3 & M$1 bear Woronowicz algebra structures, dual to each other,
as defined by Masuda and Nakagami. Moreover, there exists an outer action of
M3 & M$1 on M1 , such that M0 is the fixed-point algebra and M2 is the crossed-
product. The tower appears then as the tower of successive crossed-products.
 1998 Academic Press
1. INTRODUCTION
1.1. Les premie res tentatives pour de finir, a l’aide des alge bres
d’ope rateurs, des structures analogues a celles des groupes (structures
qu’on appellerait aujourd’hui des ‘‘groupes quantiques localement com-
pacts’’ ou des ‘‘groupes quantiques mesure s’’) ont e te faites pour clarifier la
the orie de la dualite des groupes localement compacts, c’est-a -dire en
cherchant quels objets (munis de quelles structures) pouvaient, dans le cas
d’un groupe non abe lien, remplacer le groupe dual.
A un niveau alge brique, la notion d’alge bre de Hopf permet d’e tudier a
la fois les groupes discrets et leurs objets duaux; aussi, pour atteindre le
me^me but pour des groupes localement compacts quelconques est-il
naturel, pour rendre compte des repre sentations de dimension infinie, de
conside rer des alge bres d’ope rateurs munies de structures analogues a celles
des alge bres de Hopf; apre s les premiers travaux de W. F. Stinespring, cela
a e te fait dans les anne es 60 par G. I. Kac, qui construisit les ‘‘ring-groups’’,
une cate gorie auto-duale, qui contient a la fois les groupes unimodulaires
et leurs duaux; le cas non unimodulaire (c’est-a -dire construire une
cate gorie auto-duale, qui contient a la fois les groupes localement compacts
et leurs duaux) a e te traite durant les anne es 70, apre s les travaux de
M. Takesaki, inde pendamment par G. I. Kac et L. Va@$ nerman, et par
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J.-M. Schwartz et l’auteur, qui vons appele ‘‘alge bres de Kac’’ cette classe
d’objets, pour marquer l’importance des travaux initiaux de Kac sur se
sujet. Sur cette the orie, voir [ES2].
1.2. Malheureusement, cette the orie a longtemps souffert d’un se rieux
manque d’exemples (autres que les groupes localement compacts et leurs
duaux; voir [KP1] et [KP2] pour les premiers exemples non triviaux). Au
contraire, des proce dures de quantisation ont permis a V. G. Dringeld [D]
(et d’autres) d’obtenir des alge bres de Hopf non commutatives et non
co-commutatives, en de formant l’alge bre enveloppante d’alge bres de Lie
semi-simples. Inde pendamment, S. L. Woronowicz [W1] construisit une
C*-alge bre qui e tait une de formation de l’alge bre des fonctions continues
sur le groupe de Lie compact SU(2); ce dernier objet, qui est essentielle-
ment le me^me que celui construit par Drinfeld, ve rifie des proprie te s plus
faibles que les axiomes des alge bres de Kac; il apparut ainsi que le
cate gorie des alge bres de Kac e tait trop restreinte (trop ‘‘unimodulaire’’)
pour contenir de nombreux exemples. Une the orie satisfaisante des ‘‘groupes
quantiques compacts’’ a e te ensuite obtenue [W2]. Le lien entre les
alge bres de Kac et les travaux de Woronowicz a e te fait par S. Baaj et
G. Skandalis ([BS]), qui ont mis en lumie re les ‘‘unitaires multiplicatifs’’.
Ces derniers ge ne ralisent les alge bres de Kac, ainsi que les groupes quanti-
ques compacts, et posse dent une dualite tre s e le gante. Ceci a e te utilise
dans [ER] pour e tudier les ‘‘groupes quantiques discrets’’, par dualite du
cas compact. Cette construction est aujourd’hui au c#ur des de velop-
pements re cents sur la the orie des groupes quantiques ([Sk], [B], [MN],
[W3], [MNW]). Une the orie des ‘‘groupes quantiques mesure s’’ est
pre sente dans les travaux les plus re cents ([MN], [W3], [MNW])
similaire a la the orie des alge bres de Kac, la diffe rence essentielle e tant la
pre sence d’un groupe a un parame tre de de formations de l’alge bre de Hopf-
von Neumann sous-jacente (ce groupe a un parame tre e tant trivial dans le
cas des alge bres de Kac, qui apparaissent donc comme un cas particulier
‘‘unimodulaire’’ de groupe quantique mesure ). Ces objets ont e te appele s
‘‘alge bres de Woronowicz’’ dans [MN].
Par ailleurs, tous ces travaux ont ramene l’ensemble du sujet en pleine
lumie re, et de nombreux exemples de groupes quantiques (et me^me
d’alge bres de Kac [M], [EV], [IK], [Se], [V]) ont depuis e te trouve s.
1.3. Une autre approche est possible: les groupes classiques sont utilise s
pour agir sur des espaces, et, de me^me, il est possible de faire agir un
groupe quantique sur un ‘‘espace quantique’’ (c’est-a -dire sur une alge bre);
cela a e te fait dans la cadre des alge bres de Kac ([E], [ES1]), et dans
la cadre des unitaires multiplicatifs [BS]. A une telle action sur une
alge bre de von Neumann M0 , il est possible d’associer une autre alge bre
de von Neumann M1 , appele e le produit croise , qui contient M0 ; alors,
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A. Ocneanu [O], appliquant a cette inclusion la the orie des sous-facteurs
de Jones, a conjecture que, inversement, pour toute inclusion irre ductible
de facteurs de type II1 , d’indice de Jones fini, de profondeur 2 (cela signifie
que M3 & M$0 est un facteur, ou M0 /M1 /M2 /M3 / } } } est la tour
canonique de facteurs associe e a l’inclusion M0 /M1), il existe une alge bre
de Kac de dimension finie K, et une action exte rieure : de K sur M0
(‘‘exte rieure’’ signifie que le commutant relatif de M0 dans son produit
croise est trivial) telle que l’inclusion initiale est e gale a l’inclusion de M0
dans son produit croise (voir aussi la postface d’A. Ocneanu de [ES2] et
la remarque de [GHJ] 4.7a); la de monstration de ce re sultat a e te publie e
re cemment ([Sz], [Da], [L]). Il est naturel d’e tendre ce re sultat a un
cadre plus ge ne ral, c’est-a -dire sans restriction sur le type des facteurs ou
la valeur de l’indice. Dans [HO1], R. Herman and A. Ocneanu ont
annonce , pour des facteurs semi-finis, une caracte risation des produits
croise s par des actions (tordues par un cocycle) de groupes discrets, et ont
conjecture le cas des alge bres de Kac de type discret.
1.4. Dans un article re cent e crit par R. Nest et l’auteur [EN], le cas
ge ne ral a e te e tudie : soit M0 /M1 une inclusion irre ductible de facteurs, et
soit (Mi) i # N la tour de facteurs associe e; pour tout i1, notons Hi l’espace
hilbertien standard de Mi , et Ji l’isome trie antiline aire involutive associe e
par la the orie de TakesakiTomita. Supposons qu’il existe un poids
ope ratoriel normal semi-fini fide le T1 de M1 sur M0 ; la construction de
base conduit naturellement a un autre poids ope ratoriel T2 de M2 sur M1
et donc, pour tout i1, a un poids ope ratoriel normal semi-fini fide le Ti
de Mi sur Mi&1 ; le poids ope ratoriel T1 sera dit re gulier si T2 est un poids
semi-fini sur M2 & M$0 , et si T3 est un poids semi-fini sur M3 & M$1 . Avec
ces hypothe ses, l’espace des ope rateurs d’entrelacement HomM0 , Mo1 (H1 , H2)
est un espace hilbertien H1 non re duit a [0], sur lequel M3 & M$0 a une
repre sentation naturelle ?1 ; si l’inclusion M0 /M1 est de profondeur 2,
alors ?1 est un isomorphisme entre M3 & M$0 et L(H1), et la restriction de
?1 a M2 & M$0 est unitairement e quivalente a la repre sentation standard de
M2 & M$0 .
On peut construire alors un unitaire multiplicatif W1 sur H1 H1 , ce
qui conduit a deux alge bres de Hopfvon Neumann, d’une part A1=
(?1(M2 & M$0)$, 11), et d’autre part A1=(?1(M3 & M$1)$, 1 1), et a une
action canonique :1 de A1 on M1 , telle que M :11 =M0 et M1 <:1 A1=M2 .
Toutes ces constructions apparaissent a chaque niveau de la tour, et gravir
un e tage apparai^t comme une dualite .
Cette condition de re gularite peut e^tre renforce e de deux fac ons diffe ren-
tes, duales l’une de l’autre, qui correspondent aux cas compacts et discrets.
Si l’espace des ope rateurs d’entrelacement HomM0 , Mo2 (H1 , H2) n’est pas
re duit a l’ope rateur 0, alors l’inclusion est dite discre te; on peut alors
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construire une espe rance conditionnelle normale fide le de M1 sur M0 ; cette
espe rance conditionnelle est re gulie re au sens indique plus haut, et l’unitaire
multiplicatif est discret, au sens de [BS]; si l’espace des ope rateurs
d’entrelacement HomM1 , Mo1 (H1 , H2) n’est pas re duit a l’ope rateur 0, alors
l’inclusion est dite compacte; nous sommes dans la situation duale, et
l’unitaire multiplicatif est alors compact au sens de [BS].
1.5. Cet article est la continuation de [EN]; nous y de montrons que les
unitaires multiplicatifs construits dans [EN] sont ‘‘maniables’’ (manage-
able), au sens de Woronowicz [W3], et proviennent, en fait, d’ ‘‘alge bres de
Woronowicz’’, au sens de MasudaNakagami [MN]. Ainsi, avec les
hypothe ses de crites plus haut, les alge bres de Hopfvon Neumann
A1=(?1(M2 & M$0)$, 11) et A1=(?1(M3 & M$1)$, 1 1) sont des alge bres de
Woronowicz; il revient au me^me de dire que les alge bres M2 & M$0 et
M3 & M$1 posse dent des structures d’alge bres de Woronowicz duales l’une
de l’autre. Sur M2 & M$0 , la coinvolution est fournie par l’application
x  J1x* J1 , et le poids de Haar est la restriction de T2 ; le coproduit est
plus complique , et fait intervenir l’application x  J2 x* J2 , comme cela
avait justement e te conjecture par Adrian Ocneanu. Le groupe a un
parame tre de de formations fait intervenir les groupes modulaires des poids
de Haar a gauche et a droite, ainsi que le groupe modulaire du poids
ope ratoriel T1 b T2 de M2 sur M0 . On aboutit ainsi au the ore me:
The ore me (8.2): Soit M0 /M1 une inclusion irre ductible de facteurs, de
profondeur 2, et T1 un poids ope ratoriel normal semi-fini fide le de M1 sur
M0 . Soient (Mi) i # N la tour de facteurs associe e, et, pour tout i>0, soit Ti
le poids ope ratoriel normal semi-fini fide le associe de Mi sur Mi&1. Alors,
si la restriction de T2 a M2 & M$0 et la restriction de T3 a M3 & M$1 sont
semi-finies:
(i) On peut munir M2 & M$0 d ’une structure d ’alge bre de Woronowicz
W1 .
(ii) Pour tout i>0, la restriction de Ti+1 a Mi+1 & M$i&1 est semi-
finie; on peut donc appliquer (i) a l ’alge bre Mi+1 & M$i&1 qui est ainsi munie
d ’une structure d ’alge bre de Woronowicz Wi ; de plus Wi+1 est isomorphe au
commutant de l ’alge bre de Woronowicz duale de Wi .
(iii) Pour tout i>0, il existe une action exte rieure :i de Wi+1 sur Mi ,
telle que Mi&1 soit e gale a l ’alge bre des e le ments invariants M :ii , et l ’inclu-
sion Mi /Mi+1 isomorphe a l ’inclusion de Mi dans son produit croise
Mi <:i Wi+1.
(iv) Pour tout i>0, :i+1 est isomorphe a l ’action duale de :i , au sens
de ([E] II.7). La tour (Mi) i>0 est donc isomorphe a la tour canonique des
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produits croises successifs construite a partir de l ’action :1 de W2 sur M1 ,
et le premier facteur M0 est e gal a M :11 .
Dans des cas particuliers, des re sultats plus pre cis sont obtenus.
1.6. Ce re sultat permet un nouvel e clairage sur la the orie des groupes
quantiques mesure s (‘‘alge bres de Woronowicz’’ [MN]) en montrant que
ces objets (et en particulier les unitaires multiplicatifs ‘‘maniables’’ (mana-
geable) au sens de Woronowicz [W3]) apparaissent naturellement dans
l’e tude des sous-facteurs irre ductibles, et cela, sans condition sur le type des
facteurs ni sur l’indice du sous-facteur.
Cependant, on peut noter que dans le cas ou les deux facteurs M0 et M1
sont semifinis, les seuls groupes quantiques compacts (ou discrets) qui
apparaissent par cette construction sont des alge bres de Kac.
1.7. Cet article est organise comme suit: le chapitre 2 est un re sume de
[EN] ou sont rappele les re sultats et notations. Le chapitres 3, 4, 5 sont
consacre s a une analyse de diffe rents objets construits dans [EN]. On
revient ensuite sur l’unitaire multiplicatif W1 ; dans le chapitre 6, on
de montre qu’il est maniable et, dans le chapitre 7, qu’il provient d’une
alge bre de Woronowicz. Enfin, le chapitre 8 contient les diffe rents
the ore mes qui concluent cette e tude.
1.8. L’auteur est profonde ment redevable a Adrian Ocneanu pour avoir
remis en pleine lumie re la the orie des alge bres de Kac, et le premier montre
leur importance dans les inclusions irre ductibles de profondeur 2. Il tient
aussi a remercier chaleureusement Shigeru Yamagami pour lui avoir
signale le re sultat de Yoshimiti Ueda qui a de montre dans [U] l’existence
d’une action exte rieure du groupe quantique compact SUq(n), infirmant
ainsi la conjecture suivant laquelle seules les alge bres de Kac auraient de
telles actions.
L’auteur tient aussi a remercier Ryszard Nest sans la collaboration
duquel ni [EN], ni a fortiori cet article, n’auraient pu exister.
2. DE FINITIONS ET RAPPELS
Dans ce chapitre sont rappele s les re sultats essentiels de [EN]. D’autres
re sultats techniques seront rappele s dans les autres chapitres au fur et a
mesure des besoins.
2.1. De finitions et Proposition ([EN] 3.1, 4.1, 5.1, 5.3, 4.5). Soit
M0 /M1 une inclusion d’alge bres de von Neumann; la construction
de base associe e a cette inclusion est l’alge bre de von Neumann M2=
J1 M$0J1=HomMo0 (H1), ou H1 est l’espace hilbertien de la repre sentation
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standard de M1 et J1 est l’isome trie antiline aire involutive associe e. Par
re currence, on peut construire la tour de Jones associe e (Mi) i # N , ou , pour
tout i de N, Mi+2 est la construction de base associe e a l’inclusion
Mi /Mi+1. On notera Hi , Ji les objets correspondants a la repre sentation
standard de Mi . On notera ji l’antiautomorphisme de finit, pour tout x
de L(Hi) par ji (x)=Ji x*Ji ; par de finition de Mi+1 , on a ji (Mi+1)=
M$i&1 , et donc, par restriction, ji est un antiautomorphisme involutif de
Mi+1 & M$i&1.
On peut alors de montrer ([EN], 4.5) que la construction de base
associe e a l’inclusion M0 /M2 est e gale a l’alge bre M4 .
L’inclusion M0 /M1 est dite irre ductible si M1 & M$0=C; pour tout i de
N, Mi est alors un facteur; l’inclusion M0 /M1 est dite de profondeur 2 si
M3 & M$0 est un facteur.
L’inclusion M0 /M1 est dite re gulie re si l’espace HomM0 , Mo1 (H1 , H2)
n’est pas re duit a l’ope rateur 0.
2.2. The ore me ([EN] 5.2, 5.4, 5.8, 6.3). Soit M0 /M1 une inclusion
irre ductible re gulie re; alors:
(i) L’espace HomM0 , Mo1 (H1 , H2) peut e^tre muni d ’une structure
d ’espace hilbertien H1 tel que (x | y)1= y*x, pour tous x, y de
HomM0 , M o1 (H1 , H2). Si X appartient a M3 & M$0 , l ’application ?1(X)x=Xx
de finit une repre sentation normale de M3 & M$0 sur l ’espace hilbertien H1 ,
telle que ?1(xy*) est le projecteur de rang 1 associe aux vecteurs x et y. L’ap-
plication U1 de finie par U1(x!)=x!, ou ! appartient a H1 , est une
isome trie de H1 H1 dans H2 .
(ii) Si l ’inclusion M0 /M1 est, de plus, de profondeur 2, la repre senta-
tion ?1 est un isomorphisme de M3 /M$0 sur L(H1); l ’isome trie U1 est un
ope rateur unitaire, qui ve rifie:
M3=U1(L(H1)M1) U*1
M4=U1(L(H1)M2) U*1
M4 & M$0=U1(L(H1)M2 & M$0) U*1
et, pour tout X de M3 & M$0 :
U*1 XU1=?1(X)1
2.3. De finitions et Propositions ([EN] 10.1, 10.3, 10.6, 10.7,
11.1). Soit T1 un poids ope ratoriel normal fide le semi-fini de M1 sur M0 ,
et soit 0 un poids normal fide le semi-fini sur M0 ; posons 1=0 b T1 ;
pour tout x de NT1 et y de N0 , xy appartient a N1 ; l’application
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40 ( y)  41 (xy) peut se prolonger en un e le ment 4T1 (x) de
EndMo0 (H0 , H1), ou Hi=Hi et 4i sont les objets usuels de la construction
de TomitaTakesaki associe e au poids i (i=0, 1). On de finit ainsi un
morphisme de (M1 , M0)-module, injectif, car &4T1 (x)&
2=&T1(x*x)&.
Si l’inclusion M0 /M1 est irre ductible, un tel poids ope ratoriel est
unique (a un scalaire pre s).
Si x1 , x2 appartiennent a NT1 , 4T1 (x1) 4T1 (x2)* appartient a M2 , et il
existe un unique poids ope ratoriel normal fide le semi-fini T2 de M2 sur M1
tel que:
T2(4T1 (x1) 4T1 (x2)*)=x1x*2 .
Pour tout x de M +2 , on a T2(x)= j1(T1)
&1 ( j1(x)), ou (T1)&1 est le poids
ope ratoriel canonique de M$0 sur M$1 construit par U. Haagerup ([St],
12.11), les commutants e tant ici pris sur H1 .
Par re currence, on obtient, pour tout i0, un poids ope ratoriel normal
semi-fini fide le Ti de Mi sur Mi&1 , et on notera i=i&1 b Ti .
Pour tout t de R, et x de M2 , on aura (en conside rant M2 /L(H1)):
_2t (x)=2
it
1
x 2it1
et, pour tout y de M4 (en conside rant, par 2.1, M4 /L(H2)):
_4t ( y)=2
it
2
y 2it2 .
On dira que le poids T1 est re gulier si la restriction de T2 a M2 & M$0 est
un poids semi-fini sur M2 & M$0 , et si la restriction de T3 a M3 & M$1 est
un poids semi-fini sur M3 & M$1 .
2.4. The ore me ([EN] 11.5, 7.3, 7.5, 8.1, 11.8, 11.7, 11.6). Soit
M0 /M1 une inclusion irre ductible munie d ’un poids ope ratoriel T1 re gulier.
Notons .1 la restriction de T2 a M2 & M$0 et .2 la restriction de T3 a
M3 & M$1 . Alors:
(i) L’inclusion M0 /M1 est re gulie re; plus pre cise ment, l ’application,
de finie pour tout x de N.1 , 4.1 (x)  4T2 (x) se prolonge en un isomorphisme
de l ’espace H.1 sur H1 , qui rend la restriction de ?1 a M2 & M$0 unitairement
e quivalente a ?.1 . On identifiera donc H1 a H.1 , ce qui permettra d ’identifier,
pour tout a de M3 & M$0 , a4T2 (x) a ?1(a) 4.1 (x).
(ii) Si l ’inclusion M0 /M1 est de profondeur 2, il existe un unitaire
multiplicatif W1 sur H1 H1 , tel que:
?1(M2 & M$0)$=[(| id )(W1), | # L(H1)*]"
?1(M3 & M$1)$=[(id|)(W1), | # L(H1)*]".
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Si on note A1=?1(M2 & M$0)$, A1=?1(M3 & M$1)$, les formules, pour x
dans A1 , y dans A1:
11(x)=W1(x1) W*1
1 1( y)=W*1 (1y) W1
de finissent donc sur A1 et A1 des coproduits co-associatifs qui en font des
alge bres de Hopfvon Neumann. De plus, l ’application de finie pour X dans
M1 par:
:1(X)=_U*1XU1_
de M1 dans M1 L(H1) est une action de A1 sur M1 , c’est-a -dire une
application de M1 dans M1 A1 telle que:
(:1  id ) :1=(id1 1) :1 .
De plus, l ’alge bre des invariants M :11 (c’est-a -dire la sous-alge bre de M1 for-
me e des e le ments X tels que :1(X)=X1) est e gale a M0 , et le produit
croise (c’est-a -dire l ’alge bre de von Neumann engendre e par :1(M1) et
C (A1)$) est isomorphe a M2 .
2.5. The ore me ([EN] 9.1. 9.9, 12.5, 12.6). Soit M0 /M1 une inclusion
irre ductible de profondeur 2; sont e quivalents:
(i) L’espace HomM1 , Mo1 (H1 , H2) n’est pas re duit au seul ope rateur 0.
(ii) Il existe une espe rance conditionnelle normale fide le de M2 sur M1 .
(iii) Il existe un poids ope ratoriel re gulier de M1 sur M0 , tel que
l ’unitaire multiplicatif. W1 fourni par 2.4 soit de type compact au sens de
[BS].
2.6. The ore me ([EN] 9.5, 9.9, 12.4, 12.6). Soit M0 /M1 une inclusion
irre ductible de profondeur 2; sont e quivalents:
(i) L’espace HomM0 , Mo2 (H1 , H2) n’est pas re duit au seul ope rateur 0.
(ii) Il existe une espe rance conditionnelle normale fide le de M1 sur M0 .
(iii) Il existe un poids ope ratoriel re gulier de M1 sur M0 , tel que
l ’unitaire multiplicatif. W1 fourni par 2.4 soit de type discret au sens de
[BS].
2.7. De finition ([ILP], 4.3). Soit : une action d’une alge bre de
Hopfvon Neumann (A, 1 ) sur le facteur M ; on dira que l’action : est
minimale si la commutant relatif (M:)$ & M est trivial, et si [(| id ) :(x),
| # M
*
, x # M]"=A.
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2.8. Proposition. Avec les hypothe ses de 2.4, l ’action :1 est minimale.
De monstration. Par de finition, si x # M3 & M$0 , est tel que ?1(x) com-
mute a tous les e le ments de la forme (| id ) :1(X)(X # M1 , | # M1*), on
aura, pour tout X de M1 , | de M1* , par de finition de ?1 et de :1 :
U*1 xU1 U*1XU1=U*1XU1U*1xU1
et donc xX=Xx; ainsi x appartient a M3 & M$1 , et on a:
[(| id ) :(X), | # M1* , X # M1]$=?1(M3 & M$1)
et donc:
[(| id ) :(X), | # M1* , X # M1]"=?1(M3 & M$1)$
d’ou le re sultat. K
2.9. Rappel ([EN] 11.13). Les alge bres de Hopfvon Neumann
A1=?1(M2 & M$0)$ et A1=?1(M3 & M$1)$ ve rifient:
A$1 & A1=A1 & A $1=A$1 & A $1$=C.
2.10. Dans la suite de cet article, on conside rera une inclusion M0 /M1
irre ductible de profondeur 2, et T1 un poids ope ratoriel re gulier de M1 sur
M0 ; on utilisera les re sultats et notations introduits en 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.8
et 2.9.
3. POIDS RELATIVEMENT INVARIANT
Dans ce chapitre, nous montrons (3.4) que le poids 1=0 b T1 est
relativement invariant par rapport a l’action :1 .
3.1. The ore me. (cf. [EN] 12.4.) Il existe un ope rateur positif autoad-
joint inversible h1 sur H1 tel que, pour tout X de M +3 , on a, ou Tr est la trace
canonique sur L(H1)
T1 b T2 b T3(X)=(Trh1 T1)(U*1 XU1)
3(X)=(Trh1 1)(U*1 XU1)
et, pour tout x de M3 & M$0 , et t de R, on a:
?1(_3t (x))=h
it
1 ?1(x) h
&it
1
On e crira \t=_
3
t | M3 & M$0
=_T1 b T2 b T3t , qui ne de pend pas du choix du poids 0 .
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De monstration. D’apre s 2.2, nous avons L(H1)M1=U*1 M3 U1 , et
CM0=U*1 M0U1 . Donc l’application de finie, pour tout x positif de
L(H1)M1 , par:
T (x)=U1(T1 b T2 b T3(U*1xU1)) U*1
est un poids normal fide le semi-fini de L(H1)M1 dans CM0 . Ainsi,
pour tout poids normal semi-fini fide le 0 sur M0 , nous avons, par ([St],
11.15)
(DT : DTrT1)t=(D0 b T : DTr1)t # L(H1)C.
Comme c’est un _Tr1t -cocycle, il existe un ope rateur positif autoadjoint
inversible h1 tel que (DT : DTrT1)t=hit1 1, d’ou on tire T =Trh1 T1 .
Par ailleurs, si X appartient a M3 , on a:
(Adhit1 _
1
t )(U*1XU1)=U*1_
3
t (X) U1
d’ou on de duit le the ore me. K
3.2. Corollaire. (i) On a, pour tout t de R, X dans M1 :
:1(_1t (X))=(_
1
t \t) :1(X).
(ii) Pour tout t de R, on a .1 b \t=.1 , et hit1 est l ’imple mentation
standard de _2t | M2 & M$0=_
T1 b T2
t =\t | M2 & M$0 , qui ne de pend pas du choix de
0 . Donc hit1 commute avec J.1 et 2
is
.1
.
(iii) Pour tout t de R, on a:
2it2 U2=U1(h
it
1 2
it
1
).
De monstration. D’apre s 3.1, on a, pour tout t de R, et tout X de M1 :
U1 _1t (X) U*1=U1_
3
t (X) U*1=_
Trh1
1 (U*1XU1)
d’ou on de duit (i).
Par ailleurs, on a, pour tout X positif de M2 :
T2 b _2t (X)=_
1
t b T1(X)
et donc, pour x positif dans M2 & M$0 , on a .1 b _2t =.1 . Soit h
l’ope rateur positif autoadjoint inversible sur H1 de fini par:
hit4.1 (x)=4.1 (\t(x)).
Pour tout x de ?1(M2 & M$0)), on a \t(x)=hitxh&it, et hit est l’imple menta-
tion standard de \t .
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Par ailleurs, si x est dans N.1 et y dans N1 on a:
2it2U1(4.1 (x)41 ( y))=2
it
2
42 (xy)=42 (_
2
t (xy))
=42 (_
2
t (x) _
2
t ( y))
=U1(4.1 (_
2
t (x))41 (_
1
t ( y)))
=U1(hit4.1 (x)2
it
1
4.1 ( y))
d’ou on tire 2it2 U1=U1(h
it 2it1), et, en utilisant 2.4, pour tout X de M1 :
:1 b _1t (X)=(_
1
t A dh
it) :1(X).
En utilisant (i), on voit que \t(x)=hitxh&it, pour tout x de
[(| id ) :(X), | # M1* , X # M1]"
et donc, d’apre s 2.8, pour tout x de ?1(M3 & M$1)$. Comme cela est vrai
aussi si x appartient a ?1(M2 & M$0), on de duit de 2.9 que cela reste vrai
pour tout x de L(H1), et donc que h=h1 , ce qui ache ve les de monstra-
tions de (ii) et (iii). K
3.3. Proposition. Pour tout x positif de M3 & M$0 , on a:
T2 b T3(x)=Tr(212.1 ?1(x) 2
12
.1
).
De monstration. Soit a, b dans N.1 & N*.1 ; alors 4T2 (a) 4T2 (b)* appar-
tient a M3 & M$0 , et ?1(4T2 (a) 4T2 (b)*) est le projecteur P4.1(a), 4.1(b)
de
rang 1 construit a partir des vecteurs 4.1 (a) et 4.1 (b) ([EN] 5.4). Par
ailleurs, T3(4T2 (a) 4T2 (b)*)=ab*, d’apre s 2.3, et donc
T2 b T3(4T2 (a) 4T2 (b)*)=.1(ab*)
=(4.1 (b*) | 4.1 (a*))
=(J.1 2
12
.1
4.1 (b) | J.1 2
12
.1
4.1 (a))
=(212.1 4.1 (a) | 2
12
.1
4.1 (b))
=Tr(212.1 P4.1(a), 4.1(b)
212.1 )
=Tr(212.1 ?1(4T2 (a) 4T2 (b)*) 2
12
.1
)
d’ou le re sultat par densite de 4.1 (N.1 & N*.1) dans H1 , et par normalite . K
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3.4. The ore me. Pour tout X positif de M1 , on a:
(1  id) :1(X)=1(X) 2.1 h
&1
1
ou 2.1 h
&1
1 de signe la fermeture de l ’ope rateur fermable 2.1 h
&1
1 .
De monstration. Soit y dans NT1 & N1 , analytique par rapport a 1 , et
soit x dans M3 & M$0 , avec x dans NT2T3 ; d’ apre s 2.3, xy appartient a
NT1T2T3 & N3 , et on a, en utilisant 3.1 et 3.3:
(Trh1 1)(U*1 (xy)* xyU1)=3( y*x*xy)
=1 b T2 b T3( y*x*xy)
=1( y*T2 b T3(x*x) y)
=1( y*y) Tr(212.1 ?1(x*x) 2
12
.1
).
Mais, par ailleurs, en utilisant 2.2 et 2.4, on a aussi:
(Trh1 1)(U*1 (xy)* xyU1)=(1 Tr)(:1( y*)(1?1(x*x)) :1( y)).
Si on suppose maintenant que x est analytique par rapport a _3t , comme
y est analytique par rapport a 1 , on voit facilement, gra^ce a 3.2(ii), que
(1?1(x)) :1( y) est analytique par rapport a 1 Trh1 , et en utilisant
([St], 2.17), c’est donc e gal a :
(1 Trh1)((_
1
i2 \i2)((1?1(x)) :1( y))
_(_1&i2 \&i2)(:1( y*)(1?1(x*)))
ou encore, par 3.2:
Trh1 (\i2(?1(x))(1  id)(:1(_
1
i2( y))(_
1
&i2( y*))(\&i2(?1(x*)))
=Tr(?1(x) h121 (1  id )(:1(_
1
i2( y)(_
1
i2( y))*) h
12
1 ?1(x)*)).
Si ! appartient a D(212.1 ) & D(h
12
1 ), &!&=1, en prenant x dans M3 & M$0
tel que ?1(x) soit e gal au projecteur de rang 1 associe a !, on a
Tr(212.1 ?1(x*x) 2
12
.1
)=&212.1 !&
2.
Donc h121 ! appartient au domaine de (1  id )(:1(_i2( y) _1i2( y))*)
12, et
on a:
&(1  id )(:1(_1i2( y)) _
1
i2( y)*)
12 h121 !&
2=1( y*y) &212.1 !&
2.
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Ou encore, en posant z=_1i2( y)*, et en utilisant encore ([St], 2.17):
(1 |h112!) :1(z*z)=1(z*z) &2
12
.1
!&2.
Comme tout X positif de M1 est une limite croissante d’e le ments analyti-
ques, on a:
(1 |h112!) :1(X)=1(X) &2
12
.1
!&2.
D’ou on de duit, pour tout ’ dans le domaine de la fermeture 212.1 h
&12
1 de
212.1 h
&12
1 :
(1 |’) :1(X)=1(X) &212.1 h
&12
1 ’&
2
d’ou le re sultat. K
3.5. Corollaire. Pour tout X positif de MT1 , on a:
(T1  id ) :1(X)=T1(X)2.1 h
&1
1 .
De monstration. On a 1=0 b T1 ; le the ore me 3.4 s’e crit donc, pour
tout X positif de M1 (ou, par le me^me argument de positivite , de MT1):
(0 b T1  id ) :1(X)=0 b T1(X) 2.1 h
&1
1
et cela e tant valable pour tout poids normal semi-fini fide le 0 sur M0 , on
en de duit le re sultat. K
3.6. Corollaire. (i) L’ope rateur 2.1 h
&1
1 est affilie a ?1(M3 & M$1)$.
(ii) On a:
1 1(2.1 h
&1
1 )=2.1 h
&1
1 2.1 h
&1
1
et, pour tout t de R, on a
W*1 (12it.1 h
&it
1 ) W1=2
it
.1
h&it1 2
it
.1
h&it1 .
(iii) Soit .$1 le poids normal semi-fini fide le de fini pour tout x positif
de ?1(M2 & M$0)$ par .$1(x)=.1(J.1 xJ.1); on a alors, pour tous s, t de R:
.$1 b \t=.$1
_.$1t b \s=\s b _
.$1
t
11 b _.$1t b \t=(id_
.$1
t b \t) 11 .
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De monstration. Comme :1(X) appartient a M1 ?1(M3 & M$1)$, pour
tout X de M1 , il est clair, d’apre s 3.4, que 2.1 h
&1
1 est affilie a ?1(M3 & M$1)$.
D’ou (i). De plus, pour tout !, ’ dans D(212.1 h
&12
1 ), X dans M1 on a:
1(X) &212.1 h
&12
1 !&
2 &212.1 h
&12
1 &
2=(1 |!) :1(X) &212.1 h
&12
1 ’&
2
=1((id|!) :1(X)) &212.1 h
&12
1 ’&2
=(1 |’)(:1(id|!) :1(X))
=(|’ |!)(:1  id ) :1(X)
=(1 |’ |!)(id1 1) :1(X)
=(|’ |!) 1 1((1  id ) :1(X))
=1(X)(|’ |!) 1 1(2.1 h
&12
1 )
d’ou (i). On en de duit:
1 1(2it.1 h
&it
1 )=2
it
.1
h&it1 2
it
.1
h&it1
ce qui s’e crit aussi en utilisant 2.4:
W1*(12it.1 h
&it
1 ) W1=2
it
.1
h&it1 2
it
.1
h&it1 .
D’ou (ii).
La premie re relation de (iii) provient directement de 3.2(ii) et de la
de finition de .$1 . La deuxie me relation de (iii) est une conse quence
imme diate de la premie re. Par ailleurs, la the orie de TomitaTakesaki nous
indique que, pour tout x de ?1(M2 & M$0)$, _.$1t (x)=2
&it
.1
x 2it.1 . Donc, en
utilisant (ii) et 2.4, on trouve:
11(_.$1t b \t(x))=W1(2
&it
.1
hit1 xh
&it
1 2
it
.1
1) W1
=W1(2&it.1 h
it
1 2
&it
.1
hit1 )(x1)(h
&it
1 2
it
.1
h&it1 2
it
.1
) W1*
=(12&it.1 h
it
1 ) W1(x1) W1*(1h
&it
1 2
&it
.1
)
=(id_.$1t b \t) 11(x)
ce qui est la deuxie me formule de (iii). K
3.7. De finition. Pour tout t de R, M3 & M$1 est invariant par _3t , et
donc, par de finition (3.1), ?1(M3 & M$1) est invariant par \t ; d’apre s 3.5, on
a \t | ?1(M3 & M$1)=Ad 2
it
.1 | ?1(M3 & M$1)
; on peut donc de finir un automorphisme
{^t de ?1(M3 & M$1)$ en posant, pour x dans ?1(M3 & M$1)$:
{^t(x)=2it.1x 2
&it
.1
.
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3.8. Proposition. Pour tout t de R, pour tout x de ?1(M3 & M$0)$, on a:
1 1 b {^t b \&t(x)=({^t b \&t  {^t b \&t) 1 1(x).
De monstration. Clair d’apre s 3.6(ii). K
4. PROPRIE TE DE HEISENBERG DE A1 ET A1
Dans ce chapitre, nous montrons (4.5) que l’antiautomorphisme j2 de
M3 & M$1 , de fini, pour tout x de M3 & M$1 , par j2(x)=J2x*J2 , est
imple mente (en identifiant M3 & M$1 a ?1(M3 & M$1)) par l’isome trie
antiline aire involutive J.1 ; on en de duit (4.6) que les alge bres de Hopfvon
Neumann A1 et A1 ve rifient A1 & A1=C.
4.1. Rappels ([EN] 10.11, 10.13, 10.14). Soit X dans EndMo0 (H0 , H1)
tel que XX* appartienne a M+T2 ; il existe alors un unique e le ment 81(X)
dans M1 tel que T2(X4T1 (a)*)=81(X)a*, pour tout a dans NT1 ; on de finit
ainsi un morphisme injectif 81 de (M1 , M0)-module, tel que:
81(X) 81(X)*T2(XX*)
et on a e videmment 81(4T1 (a))=a, pour tout a dans NT1 .
Si X appartient a NT2 , e a NT1 & N1 , alors 81(X*4T1 (e)) appartient a
N1 , et on a:
X*41 (e)=41 (81(X*4T1 (e))).
Si X appartient a NT2 , e a NT1 , alors 81(X*4T1 (e)) appartient a NT1 , et
on a:
X*4T1 (e)=4T1 (81(X*4T1 (e))).
4.2. Lemme. Soit x dans N.2 , analytique par rapport a 3 , a dans
N.1 & N*.1 ; alors 82(x*4.1 (a*)) appartient a N.1 & N*.1 , et:
4.1 (82(x*4.1 (a*)))=?1(x*) 4.1 (a*)
4.1 (82(x*4.1 (a*))*)=J.1 ?1(_
3
&i2(x*)) J.1 4.1 (a).
De monstration. D’apre s 4.1, 82(x*4T2 (a*)) appartient a NT2 , et appar-
tient aussi a M$0 ; par l’identification de 4.1 (b) a 4T2 (b) pour tout b de
NT2 & M$0=N.1 (cf. 2.4), on en de duit la premie re e galite . Par ailleurs, on
a, comme a # N.1 & N*.1 :
?1(_3&i2(x*)) J.14.1 (a)=h1?1(x*) h12
12
.1
4.1 (a*)
81INCLUSIONS IRRE DUCTIBLES DE FACTEURS
File: DISTL2 320616 . By:CV . Date:26:03:98 . Time:11:15 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 3590 Signs: 1103 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
et comme 2.1 h1 est affilie a ?1(M3 & M$1)$ (3.6), on voit que ?1(x*)
4.1 (a*) appartient a D(2
12
.1
), et que:
212.1 ?1(x*) 4.1 (a*)=?1(_
3
&i2(x*)) J.1 4.1 (a)
et donc
J.1?1(_
3
&i2(x*)) J.1 4.1 (a)=J.1 2
12
.1
?1(x*) 4.1 (a*)
=J.1 2
12
.1
4.1 (82(x*4.1 (a*)))
d’ou le re sultat. K
4.3. Lemme. Soient x dans N.2 , analytique par rapport a 3 , a dans
NT2 & N*T2 & N2 & N*2 ; alors 82(x*4T2 (a*)) appartient a N2 & N*2 , et:
42 (82(x*4T2 (a*))*)=J2_
3
&i2(x*) J242 (a).
De monstration. D’apre s 4.1, 82(x*4T2 (a*)) appartient a N2 & N2 et:
42 (82(x*4T2 (a*)))=x*42 (a*).
Par ailleurs, comme a # N2 & N*2 :
_3&i2(x*) J2 42 (a*)=_
3
&i2(x*) J2 42 (a*)=2
12
2
x* 2122 J242 (a*)
=2122 x*42 (a)=2
12
2
42 (82(x*4T2 (a)))
et donc:
J2 _3&i2(x*) J242 (a*)=J2 2
12
2
(82(x*4T2 (a*)))
d’ou le re sultat. K
4.4. Lemme. Soient x dans N.2 , analytique par rapport a 2 , a dans
NT2 & N*T2 ; alors 82(x*4T2 (a*)) appartient a NT2 & N*T2 , et:
4T2 (82(x*4T2 (a*))*)=J2_
2
&i2(x*) J24T2 (a).
De monstration. Soient e, f dans N1 ; alors e*af appartient a NT2 &
N*T2 & N2 & N*2 , et on peut appliquer 4.3 a x et e*af; on trouve ainsi:
J2 _3&i2(x*) J242 (e*af )=42 (82(x*4T2 ( f *a*e))*).
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Mais le premier terme vaut e*J2_3&i2(x*) J24T2 (a) 41 ( f ), car J2_
3
&i2(x*) J2
appartient a M3 & M$1 ; par ailleurs, comme x* appartient a M3 & M$1 ,
on a:
82(x*4T2 ( f *a*e))=82(x*f *4T2 (a*) e)
=82( f *x*4T2 (a*) e)= f *82(x*4T2 (a*)) e
et donc le deuxie me terme vaut 42 (e*82(x*4T2 (a*)))* f ). On a donc (*):
e*J2_3&i2(x*) J24T2 (a) 41 ( f )=42 (e*82(x*4T2 (a*)))* f ).
On en de duit que:
T1(82(x*4T2 (a*)) ee*82(x*4T2 (a*))*)
=4T2 (a)* J2 _
3
&i2(x*)* J2ee*J2_
3
&i2(x*) J24T2 (a).
En faisant tendre ee* en croissant vers 1, on trouve que:
T2(82(x*4T2 (a*)) 82(x*4T2 (a*))*)
=4T2 (a)* J2(_
3
&i2(x*))* _
3
&i2(x*) J2 4T2 (a)
et donc que 82(x*4T2 (a*)) appartient a NT2 . On a donc, en faisant tendre
e vers 1 dans (*):
J2_3&i2(x*) J2 4T2 (a) 41 ( f )=42 (82(x*4T2 (a*))* f )
=4T2 (82(x*4T2 (a*))*) 41 ( f )
et donc:
J2 _3&i2(x*) J24T2 (a)=4T2 (82(x*4T2 (a*))*). K
4.5. The ore me. Pour tout x dans M3 & M$1 , on a:
?1( j2(x))=J.1 ?1(x*) J.1 .
De monstration. Supposons que x appartienne a N.2 et soit analytique
par rapport a 2 ; soit a dans N.1 & N*.1 , on a, en utilisant 4.2:
J.1 ?1(_
3
&i2(x*)) J.1 4.1 (a)=4.1 (82(x*4.1 (a*))*).
Par l’identification faite en 2.4, cela s’e crit aussi 4T2 (82(x*4T2 (a*))*), et
est donc e gal, d’apre s 4.4 a J2_2&i2(x*) J24T2 (a); en utilisant encore l’iden-
tification faite en 2.4, on trouve donc:
J.1 ?1(_
2
&i2(x*)) J.1 4.1 (a)=?1(J2_
2
&i2(x*) J2) 4.1 (a).
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On a donc J.1 ?1(x*) J.1=?1(J2x*J2), pour tout x de N.2 , analytique par
rapport a 3 , ce qui, par continuite , reste vrai pour tout x de M3 & M$1 ,
en utilisant [EN] 10.12 et 10.6. K
4.6. The ore me. (i) On a:
A1 & A1=A$1 & A1=A1 & A $1=A$1 & A $1=C.
(ii) L’application x  }^(x)=J.1 x*J.1 est un anti-isomorphisme involu-
tif de A1. De plus, on a, pour tout t de R, }^ b \t=\t b }^.
De monstration. D’apre s la the orie de TomitaTakesaki, en utilisant 2.4,
on a:
J.1 ?1(M2 & M$0) J.1=?1(M2 & M$0)$
soit J.1 A$1 J.1=A1 . Comme d’apre s 4.5, on a:
J.1 ?1(M3 & M$1) J.1=?1(M3 & M$1)
c’est-a -dire J.1 A $1 J.1=A $1 , on a aussi J.1 A1J.1=A1; comme J.1h
it=
hitJ.1 , on en de duit (ii), et donc, en utilisant 2.9:
A1 & A1=J.1 (A$1 & A1) J.1=C
ce qui donne (i). K
5. L’ACTION ;1 DE A1
Dans ce chapitre, on revient (5.1) sur l’action ;1 de l’alge bre de
Hopfvon Neumann (A1 ,  b 11) sur ?1(M2 & M$0). On e tudie (5.4)
l’isome trie X1 construite a partir de ;1 et de l’invariance du poids .1 par
rapport a ;1 . On de montre (5.7) que le poids .1 b j1 est relativement
invariant par rapport a ;1 .
5.1. Rappel ([EN] 8.10, 11.10). Pour tout x de M2 & M$0 , on a:
;1(?1(x))=W 1*(?1(x)1) W1=_(id?1)(U1* j2 b j1(x) U1) _
et l’application ;1 ainsi de finie est une action de l’alge bre de Hopfvon
Neumann (A1 ,  b 11) sur ?1(M2 & M$0); de plus, le poids .1 est invariant
par rapport a cette action, c’est-a -dire que, pour tout x positif de
M2 & M$0 , on a:
(.1  id ) ;1(?1(x))=.1(x) 1.
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On en de duit l’existence d’une isome trie X1 , de finie, pour tout x dans N.1 ,
et y dans N.$1 par:
X1(4.1 (x)4.$1 ( y))=4.1.$1 (;1(?1(x))(1y))
X1 appartient a L(H1)?1(M3 & M$1)$, et, pour tout | dans
(?1(M3 & M$1)$)* , on a:
4.1 ((id|) ;1(?1(x)))=(id|)(X1) 4.1 (x).
De plus, si x1 , x2 sont dans N.1 , on a:
(|4.1(x1), 4.1(x2)
 id )(X1)=(.1  id )(x*2 1) ;1(?1(x1))).
Enfin, X ve rifie, en utilisant la notation X1, 2 pour X1, etc.:
(W1)2, 3X1, 2(W1)*2, 3=X1, 3 X1, 2 .
5.2. Proposition. (i) Pour tout x positif de M2 & M$0 , on a, ou .3
de signe la restriction de T4 a M4 & M$2 :
.3( j2 b j1(x))=.1(x).
(ii) Pour tout X positif de M4 , on a:
(idT2)(U 1*XU1)=U 1*T4(X) U1
4(X)=(Trh1 2)(U 1*XU1).
(iii) Pour tout X positif de M4 & M$0 , on a:
(id.1)(U 1*XU1)=?1(T4(X))1.
(iv) Pour tout t de R et x de M2 & M$0 , on a:
;1(\t(?1(x)))=(\t \t) ;1(?1(x))
X1(hit1 h
it
1 )=(h
it
1 h
it
1 ) X1 .
De monstration. Reprenons la de monstration de ([EN], 11.4); on con-
side re l’inclusion M0 /M1 /M2 , et les repre sentations ? de M2 sur H1 et
\ de M2 sur H2 ; on aura, avec les notations de ([EN] 10.2 et 11.4)
T2= j1 b (T1)&1? b j1 et T4= j2 b (T1)
&1
\ b j2 . Alors, gra^ce a [EN] 10.2, on
aura:
.3( j2 b j1(x))=T4( j2 b j1(x))=(T1)&1\ j1(x)=(T1)
&1
? j1(x)=T2(x)=.1(x)
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d’ou (i). Par ailleurs, en utilisant 2.2, on voit que l’application de finie sur
M+4 par X  U1(idT2)(U1*XU1) U 1* ; est un poids ope ratoriel normal
fide le semi-fini de M4 sur M3 , et est donc proportionnel a T4 ; il existe donc
* positif tel que:
(idT2)(U 1*XU1)=*U 1*T4(X) U1 .
Si x positif est dans M2 & M$0 , en prenant X= j2 b j1(x), le premier terme
vaut, gra^ce a 5.1 U1(.1  id ) ;1(x) U 1*=.1(x), et le deuxie me, gra^ce a (i),
vaut *.3( j2 b j1(x))=*.1(x); d’ou *=1 et la premie re formule de (ii). La
deuxie me partie de (ii) se de duit alors de 3.1.
La proposition (iii) se de duit de (ii) et de 2.2. Si x # M2 & M$0 , on a:
j2 b j1(_2t (x))=2
it
2
j2 b j1(x) 2&it2 =_
4
t ( j2 b j1(x))
et donc, en utilisant 3.2(iii):
;1(\t(?1(x)))=_(id?1)(U1* j2 b j1(_2t (x)) U1) _
=_(id?1)(U1*_4t ( j2 b j1(x)) U1) _
=_(id?1)(U1*2it2( j2 b j1(x) 2
&it
2
U1) _
=_(id?1)[(hit1 2
it
1
) U1*( j2 b j1(x) U1)(h&it1 2
&it
1
)] _
=_(id?1)(\t _2t )(U1*( j2 b j1(x) U1) _
=(\t \t) ;1(?1(x))
ce qui fournit la premie re partie de (iv). Par ailleurs, on a vu dans 3.2(ii)
que, pour x dans N.1 , h
it
1 4.1 (x)=4.1 (\t(x)). Donc, si y # N.$1 , on aura,
en utilisant 3.2(ii):
hit1 4.$1 ( y)=h
it
1 J.1 4.1 (J.1 yJ.1)=J.1 h
it
1 4.1 (J.1 yJ.1)
J.1 4.1 (h
it
1 J.1 yJ.1 h
&it
1 )=J.1 4.1 (J.1h
it
1 yh
&it
1 J.1)
=4.$1 (h
it
1 yh
&it
1 )=4.$1 (\t( y))
et donc, par de finition de X1 (5.1):
X1(hit1 h
it
1 )(4.1 (x)4.$1 ( y))=4.1.$1 (;1(\t(?1(x)))(1\t( y)))
=(hit1 h
it
1 ) X1(4.1 (x)4.$1 ( y))
ce qui ache ve la de monstration. K
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5.3. Lemme. Soit A dans L(H1 H1); alors tous a, b dans H1 , de norme
1, on a, ou pa est le projecteur orthogonal associe a a:
(id|b, a)(A)*(id|b, a)(A)=(id|b)(A*(1pa) A).
De monstration. On ve rifie facilement que, pour tout x dans H1 :
(1pa) A(xb)=(id|b, a)(A) xa
d’ou on de duit:
((id|b)(A*(1pa) A) x | x)=((id|b, a)(A)*(id|b, a)(A) x | x)
d’ou le re sultat. K
5.4. Proposition. Soit a dans N.1 , x dans H1 , &x&=1; alors, on a:
(id|4.1(a), x
)(X_)*(id|4.1(a), x
)(X_)
=(.1  id )(;1(?1(a*))(1px) ;1(?1(a))).
De monstration. Soit x$ dans H1 , y dans N.$1 ; on a, en utilisant 5.1:
((id|4.1(a), x)(X_) 4.$1 ( y) | x$)=(X_(4.$1 ( y)4.$1 (a)) | x$x)
=(X(4.1 (a)4.$1 ( y)) | x$x)
=((id|4.$1( y), x
)(X) 4.1 (a) | x$)
=(4.1 ((id|4.$1( y), x
) ;1(?1(a))) | x$)
on a donc, en utilisant 5.3:
((id|4.1(a), x)(X_)*(id|4.1(a), x)(X_) 4.$1 ( y) | 4.$1 ( y))
=&(id|4.1(a), x
)(X_) 4.$1 ( y)&
2=&4.1 (id|4.$1( y), x
) ;1(?1(a))&2
=.1((id|4.$1( y), x
) ;1(?1(a)))*(id|4.$1( y), x
) ;1(?1(a)))
=.1((id|4.$1( y))((;1(?1(a*))(1px) ;1(?1(a))))
d’ou on de duit le re sultat. K
5.5. Rappels ([EN] 3.8, 4.3, 5.2, 5.5, 7.3, 7.8, 8.4, 8.10). En utilisant le
produit tensoriel relatif de ConnesSauvageot, on de montre que l’espace
standard H2 de M2 est e gal a H1  0 H1 , et que l’espace H3 est e gal
a H1 0 H1 0 H1 . Ainsi, si x appartient a H1=EndM0 , Mo1 (H1 , H2),
on peut donc de finir x0 1 dans EndM0 , Mo2 (H 2, H3), et 10 x
dans EndM2 , M o1 (H2 , H3). En particulier, J3(10 x) J2 appartient a
EndM1 , M o2 (H2 , H3), qui est l’espace hilbertien H2 associe a l’inclusion
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irre ductible M1 /M2 , et on a ainsi de fini un anti-isomorphisme canonique
F1 de H1 sur H2 . L’alge bre M4 & M$1 agit naturellement par une repre sen-
tation fide le ?2 sur H2 , et on a, pour tout X de M3 & M$0 , x de H1 :
F1?1(X) x=?2( j2(X)) F1x.
L’ope rateur multiplicatif W1 est construit en utilisant ces techniques. En
particulier, on a, pour a, b, x, y dans H1 :
(W1(ax) | by)= y*(10 b*)(x0 1) a.
En partant de l’inclusion M1 /M2 , on construit de me^me un unitaire mul-
tiplicatif W2 qui ve rifiera:
W2=(F1 F1) _W1*_(F1 F1)*
et donc des alge bres de Hopfvon Neumann A2 et A2, et une action :2 de
A2 sur M2 . Soit 81 l’isomorphisme antiline aire x  F1 x*F1* de L(H1) sur
L(H2); par ce qui pre ce de, on voit que cet isomorphisme envoie A1 sur A2
(resp. A1 sur A2), mais en renversant les coproduits.
Enfin, on montre que l’action :2 laisse stable M2 & M$0 , et, plus pre cise -
ment, pour tout x de M2 & M$0 , on a:
;1(?1(x))=(?1  id )( j1 ,&11 ) :2( j1(x)).
On de finit de me^me F2 de H2 dans H3=EndM2 , Mo3 (H3 , H4), et on aura
F2 b F1(x)=10 x1 1.
5.6. Lemme. L’ope rateur h2 positif autoadjoint inversible construit sur
l ’espace hilbertien H2 en appliquant 3.1 a l ’inclusion M1 /M2 ve rifie
F1*h2F1=h&11 .
De monstration. Par de finition de H2 , on a, pour tout x de M4 & M$1 :
hit2 ?2(x) h
&it
2 =?2(_
4
t (x))
et donc, en utilisant 5.5, si y # M3 & M$0 :
F1hit1 ?1(x) h
&it
1 =F1?1(_
3
t ( y))=?2( j2(_
3
t ( y))) F1
=?2(_4t ( j2( y))) F1=h
it
2 ?2( j2( y)) h
&it
2 F1
=hit2 F1?1( y) F1*h
&it
2 F1
d’ou on de duit que Fj*hit2 F1=h
it
1 et donc le re sultat. K
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5.7. The ore me. Posons 2 1=F1* 2.2 F1 ; alors, pour tout s, t de R, 2
is
1 et
hit1 commutent; et pour tout x positif de M2 & M$0 , on a:
(.1 b j1  id ) ;1(?(x))=.1 b j1(x) 2 1 h1
ou 2 1h1 est le fermeture de 2 1h1 .
De monstration. En appliquant 3.2 a l’inclusion M1 /M2 , on voit que
2is.2 et h
it
2 commutent, et donc que 2
is
1 et h
it
1 commutent. En appliquant 3.5
a l’inclusion M1 /M2 , on trouve, pour tout X positif de MT2 :
(T2  id ) :2(X)=T2(X) 2.2 h
&1
2 .
Si donc x est un e le ment positif de M.1 , on aura:
(.1  id) :2(x)=.1(x) 2.2 h
&1
2
d’ou le re sultat, en appliquant 5.5 et 5.6. K
5.8. Corollaire. L’ope rateur 2 1h1 est affilie a ?1(M2 & M$0)$ et ve rifie:
W1(2 it1 h
it
1 1) W1*=2
it
1 h
it
1 2
it
1 h
it
1 .
De monstration. Comme ;1 est une action de (?1(M2 & M$0)$, 11), on
trouve le re sultat en proce dant de manie re analogue a 3.6. K
5.9. De finition. D’apre s 5.8, on voit que, pour tout t de R, on a:
\t | ?1(M2 & M$0)=Ad 2
&it
1 | ?1(M2 & M$0)
.
On en de duit que Ad 2 it1 laisse stable ?1(M2 & M$0), et donc ?1(M2 & M$0)$;
pour tout x de ?1(M2 & M$0)$, on notera:
{t(x)=2 it1 x 2
&it
1 .
5.10. Proposition. (i) Pour tout x de M2 & M$0 , on a j3 b j2(x)=
j2 b j1(x).
(ii) Posons J 1=F1*J.2F1 . Alors, on a J 1h1J 1=h
&1
1 , et, pour tout x
de M2 & M$0 , on a:
J 1 ?1(x)*J 1=?1( j1(x)).
(iii) Pour tous s, t de R, on a:
{t b \s=\s b {t
11 b {t b \t=({t b \t {t b \t) 11 .
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De monstration. Si x ope re sur H1 , d’apre s 5.5, on a j2 b j1 (x)=
1H1 0 x, et j3 b j2(x)=1H1 0 x0 1H1 ou (i).
Par ailleurs, en appliquant 3.2 a l’inclusion M1 /M2 , on trouve
J.2 h
it
2 J.2=h
it
2 , et donc J 1 h
it
1 J 1=h
it
1 , d’ou le premier re sultat de (ii). De
plus, en utilisant successivement 5.5, 4.5 applique a l’inclusion M1 /M2 ,
(i) et 5.5 encore, on a:
J 1 ?1(x)*J 1=F1*J.2 F1?1(x)* F1*J.2 F1
=F1*J.2 ?2( j2(x))* J.2 F1
=F1*?2( j3 b j2(x))* F1
=F1*?2( j2 b j1(x))* F1
=?1( j1(x))
ce qui ache ve la de monstration de (ii). Enfin (iii) est un corollaire imme diat
de 5.7 et 5.8. K
6. L’UNITAIRE MULTIPLICATIF W1 EST MANIABLE
Dans ce chapitre, nous montrons (6.4) que W1* est e gal a l’ope rateur X1
introduit en 5.1. On en de duit (6.6) la de composition polaire de l’antipode
canonique associe e a W1 , et la formule (6.8) qui fait le lien entre W1 et
W1* .
6.1. Lemme. Pour tous x, y de H1 , on a:
(id|x, y)(_W1)=?1((10 y*)(x0 1)).
De monstration. On a, en utilisant 5.5:
((id|x, y)(_W1) a | b)=(W1(ax) | yb)=b*(10 y*)(x0 1) a
d’ou le re sultat. K
6.2. Lemme. Pour tout x de N.1 , on a 4T4( j2 b j1(x))=F2 b F1(4T2(x)).
De monstration. Comme j2 b j1(x)=10 x0 1, en utilisant l’iden-
tification de H3 avec H1 0 H1 0 H1 et 5.2, on trouve le re sultat. K
6.3. Proposition. Soient x, dans H1 , a dans N.1 , on a:
(id|x, 4.1(a)
)(_W1)((id|x, 4.1(a)
)(_W1))*
=(.1  id )(;1(a*)(1px) ;1(a)).
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De monstration. D’apre s 6.1, on a:
(id|x, 4.1(a)
)(_W1)((id|x, 4.1(a)
)(_W1))*
=?1((10 4T2(a)*)(xx*0 1)(10 4T2(a))).
Conside rons l’ope rateur (10 4T2(a)*)(xx*0 1)(10 4T2(a)) comme
agissant sur H3 , c’est-a -dire, e crivons-le:
(10 4T2(a)*0 1)(xx*0 10 1)(10 4T2(a)0 1)
ou encore, en utilisant 6.2:
(4T4( j2 b j1(a))*)(xx*0 10 1)(4T4( j2 b j1(a))).
Soit z dans N3 ; on a:
((4T4( j2 b j1(a))*)(xx*0 10 1)(4T4( j2 b j1(a))) 43(z) | 43(z))
=((xx*0 10 1) 44( j2 b j1(a) z) | 44( j2 b j1(a)z))
=4(z*j2 b j1(a*) xx*j2 b j1(a)z)
=3(z*T4( j2 b j1(a*) xx*j2 b j1(a)) z)
=(T4( j2 b j1(a*) xx*j2 b j1(a)) 43(z) | 43(z)).
On trouve donc:
(id|x, 4.1(a)
)(_W1)((id|x, 4.1(a)
)(_W1))*
=?(T4( j2 b j1(a*) xx*j2 b j1(a)).
Donc, en utilisant 5.2(iii), et 5.1, cela s’e crit aussi:
(id|x, 4.1(a))(_W1)((id|x, 4.1(a))(_W1))*
=(id.1)(;1(a*)(?1(xx*)1) ;1(a)).
D’ou le re sultat. K
6.4. The ore me. On a W 1*=X1 .
De monstration. D’apre s 6.3 et 5.4, on a, pour tout x de H1 et a dans
N.1 :
(id|4.1(a), x
)(X_)*(id|4.1(a), x
)(X_)
=(id|4.1(a), x
)(W*_)*(id|4.1(a), x
)(W*_)
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ce qui, d’apre s 5.3, s’e crit aussi:
(id|4.1(a)
)(_X*(1px) X_)=(id|4.1(a)
)(_W(1px) W*_).
Par densite , cela entrai^ne:
_X*(1px) X_=_W(1px) W*_
et donc, on a: X*(1px) X=W(1px) W*. On en de duit que (XW)*
(1px)(XW)=1px , puis que:
XX*(1px) XX*=(XW)(1px)(XW)*.
On en tire facilement que XX*(1px) XX* est un projecteur, d’ou on
de duit que XX* et 1px commutent; comme cela est vrai pour tout x de
H1 , on en de duit qu’il existe un projecteur q tel XX*=q1. De la formule
X*(1px) X=W(1px) W*, on tire:
(1px) X=(qpx) X=XX*(1px) X=XW(1px) W*
et donc (1px) XW=XW(1px). Donc, il existe une isome trie v sur H1
telle que XW=v1.
Par ailleurs, on trouve, en utilisant la notation X1, 2 pour X1, etc., en
utilisant 5.1, et la multiplicativite de W1:
X1, 3(W1)1, 3=v1=(W1)2, 3v1(W1)*2, 3
=(W1)2, 3 X1, 2(W1)1, 2 (W1)*2, 3
=(W1)2, 3 X1, 2(W1)*2, 3 (W1)2, 3 (W1)1, 2 (W1)*2, 3
=X1, 3X1, 2(W1)1, 2 (W1)1, 3=X1, 3 v1(W1)1, 3 .
D’ou on tire v=1, et donc le re sultat. K
6.5. Corollaire. (i) Pour tout t de R, on a:
W1(hit1 hit1 )=(hit1 hit1 ) W1 .
(ii) On a:
11 b \t=(\t \t) 11
11 b {t=({t {t) 11
11 b _.$1t =(\&t _
.$1
t ) b 11 .
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(iii) On a:
1 1 b \t=(\t \t) 1 1
1 1 b {^t=({^t  {^t) 1 1.
De monstration. Gra^ce a 6.4 et 5.2(iv), on obtient (i); d’ou on tire, par
de finition de 11 et 1 1, les formules de (ii) et (iii) reliant 11 et 1 1 a \t . La
formule de (ii) reliant 11 a {t s’obtient alors par 5.10(iii), et la formule de
(iii) reliant 1 1 a {^t s’obtient alors par 3.8. Enfin, le formule de (ii) reliant
11 a \t et _.$1t s’obtient alors par 3.6(iii). K
6.6. The ore me. Pour tout | de (?1(M2 & M$0)$)* , on a:
212.1 (id|)(W 1*) 2
&12
.1
/ }^(id|)(W1)
2&12.1 (id|)(W1) 2
12
.1
/ }^(id|)(W1*)
ou }^ est l ’antiautomorphisme x  J.1 x*J.1 de ?1(M3 & M$1)$ de fini en 4.6(ii).
Si {^z de signe l ’extension analytique du groupe a un parame tre d ’automor-
phismes inte rieurs {^t de fini en 3.6, on voit donc que, pour tout | dans
(?1(M2 & M$0)$)* , (id|)(W1*) appartient a D({^&i2) (resp. (id|)(W1)a D({^i2)), et on a:
{^&i2(id|)(W1*)= }^(id|)(W1)
{^i2(id|)(W1)= }^(id|)(W1*)
ce qui revient a dire que W1 est ‘‘maniable’’ (manageable) au sens de
Woronowicz [W3].
De monstration. D’apre s 5.1 et 6.4, on a, pour tout x de N.1 :
(id|)(W1*) 4.1(x)=4.1((id|) ;1(x)).
donc, si x appartient a N.1 & N*.1 , on aura:
(id|)(W1*) 2&12.1 J.14.1(x)=(id|)(W1*) 4.1(x*)
=4.1((id|) ;1(x*))
=4.1((id| ) ;1(x)*)
=2&12.1 J.1 4.1((id| ) ;1(x))
=2&12.1 J.1(id| )(W1*) 4.1(x)
=2&12.1 J.1(id|)(W1)* 4.1(x)
=2&12.1 }^(id|)(W1) J.1 4.1(x)
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d’ou on tire le premier re sultat, car J.14.1(N.1 & N*.1) est essentiel pour
2&12.1 . On obtient le deuxie me re sultat en passant aux adjoints. K
6.7. Corollaire. On notera j l ’antiisomorphisme x  J 1 x*J 1 de L(H1);
il laisse stable ?1(M2 & M$0)$, et on notera encore j sa restriction a
?(M2 & M$0)$; on a alors, pour tout t de R:
j b \t=\t b j
j b {t={t b j.
De plus, pour tout e le ment | de (?1(M3 & M$1)$)* , on a:
2 &121 (| id )(W 1*) 2 121 / j(| id )(W1)
2 121 (| id )(W1) 2
&12
1 /j(| id )(W 1*).
Si {z de signe l ’extension analytique du groupe a un parame tre {t , on en
de duit donc que, pour tout | dans (?1(M3 & M$1)$)* , (| id )(W 1*) appar-tient a D({i2) (resp. (| id )(W1) a D({&i2)), et on a:
{i2(| id )(W1*)= j(| id )(W1)
{&i2(| id )(W1)= j(| id )(W1*).
De monstration. Par 5.10(ii), j laisse stable ?1(M2 & M$0), et donc son
commutant, et on a j b \t=\t b j. Comme J.2 2
it
.2
=2it.2 J.2 , on en de duit
J 1 2 it1 =2
it
1 J 1 , et j b {t={t b j. Par ailleurs, appliquons 6.6 a l’inclusion
M1 /M2 ; alors, pour tout | de (?2(M3 & M$1)$)* , on a:
212.2 (id|)(W*2) 2
&12
.2
/J.2(id|)(W2)*J.2
212.2 (id|)(W*2) 2
&12
.2
/J.2(id|)(W*2)*J.2 .
Gra^ce a 5.5, on en de duit le re sultat. K
6.8. The ore me. (i) L’unitaire multiplicatif W1 ve rifie:
(J.1 J 1) W1(J.1 J 1)=W1*
et, de plus, pour tout t de R, W1 commute a 2it.1 2
it
1 . Cela s’e crit aussi
( }^ j)(W1)=W1 , et ({^t {t)(W1)=W1 .
(ii) en posant J(x)=J.1 x*J.1 pour x dans ?1(M2 & M$0), on de finit
un antiisomorphisme canonique de ?1(M2 & M$0) sur ?1(M2 & M$0)$ qui
ve rifie donc 11 b J=(J j) ;1 . On obtient alors, pour x1 , x2 dans N.$1 :
(.$1  id)(11(x1*)(x2 1))=(|4.$1(x2), 4.$1(x1)
 id)(W1*).
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De monstration. Soient : dans D(212.1 ), ; dans D(2
12
1 ), # dans
D(2&12.1 ), et $ dans D(2
&12
1 ); on a, en utilisant 6.6 et 6.7:
((J.1 J 1) W1(J.1 J 1) :; | #$)
=(J.1 #J 1 $ | W1(J.1 :J 1;))
=(J.1 # | (id|J 1;, J 1$)(W1) J.1 :)
=(J.1(id|J 1;, J 1 $)(W1) J.1 : | #)
=( }^(id|J 1 $, J 1;)(W1*) : | #)
=(2&12.1 (id|J 1 $, nJ 1;)(W1) 2
12
.1
: | #)
=((id|J 1 $, J 1;)(W1) 2
12
.1
: | 2&12.1 #)
=(W1(212.1 :J 1 $)| 2
&12
.1
#J 1;)
=((|2.
1
12:, 2.
1
&12#  id )(W1) J 1 $ | J 1 ;)
=(; | J 1(|2.
1
12:, 2.
1
&12#  id )(W1) J 1$)
=(; | j(|2.
1
&12#, 2.
1
12:  id )(W1*) $)
=(; | 2 121 (|2.
1
&12#, 2.
1
12:  id )(W1) 2 &121 $)
=(2 121 ; |(|2.
1
&12#, 2.
1
12:  id )(W1) 2 &121 $)
=(212.1 :2
12
1 ; | W1(2
&12
.1
#2 &121 $))
=(W1*(212.1 :2
12
1 ;)| 2
&12
.1
#2 &121 $)
d’ou on de duit:
(2&12.1 2
&12
1 ) W 1*(2
12
.1
2 121 )/(J.1 J 1) W1(J.1 J 1).
En passant aux adjoints, on trouve:
(212.1 2
12
1 ) W1(2
&12
.1
2 &121 )/(J.1 J 1) W1*(J.1 J 1)
ce qui, par composition, fournit la commutation de 2.1 2 1 avec W1 , et
donc la formule concernant W1 .
Le re sultat concernant 11 et ;1 s’obtient en appliquant les de finitions de
11 (2.2), ;1 (5.1), j (6.7) et J. ensuite, en posant J&1(xi*)= yi (i=1, 2),
on trouve, par 5.1 et 6.4:
(|4.1( y1), 4.1( y2)
 id )(W 1*)=(.1  id )(( y*2  id ) ;1(?1( y1))
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et donc, par ce qui pre ce de:
(.$1  id)(11(x1*)(x2 1))= j((|4.1( y1), 4.1( y2)
 id )(W1*)
=(|4.$1(x2), 4.$1(x1)
 id )(W 1*)
ce qui ache ve la de monstration de (ii). K
6.9. Corollaire. (i) Pour tous, s, t de R, x de ?1(M2 & M$0)$, on a:
11 b _.$t =(_
.$
t {&t) b 11
_.$1 b jt (x)=J 1 2
it
.1
J 1 xJ 1 2&it.1 J 1
\s b _.$1 b jt =_
.$1 b j
t b \s .
(ii) On a:
W1(hit1 J 1 2
it
.1
hit1 J ) W1*=2
it
.1
J 1 2it.1 J
11 b \t=(_.$1&t _.$1 b jt ) 11
_.$1 b jt ={t b _
.$1
t b \t .
De monstration. Gra^ce a 2.4 et 6.8(i), on a:
11 b _.$t (x)=W1(2
&it
.1
x 2it.$1 1) W1*
=W1(2&it.1 2
&it
1 )(x1)(2
it
.1
2 it1 ) W1*
=(2&it.$1 2
&it
1 ) W1(x1) W1*(2it.$1 2
it
1 )=(_
.$1
t {&t) 11(x)
ce qui est la premie re relation de (i). Comme _.$1 b jt = j b _
.$1
&t b j, on trouve
la deuxie me relation de (i). Enfin, la troisie me de coule alors directement de
3.2(ii) et de 5.10(ii). D’apre s 3.6 et 6.8(i), on trouve:
(J.1 J 1) W1(J.1 J 1)(12
it
.1
h&it1 )(J.1 J 1) W 1*(J.1 J 1)
=2it.1h
&it
1 2
it
.1
h&it1
d’ou on tire, gra^ce a 6.5, la premie re relation de (ii). En utilisant alors (i)
et 2.4, on trouve la deuxie me relation de (ii). On en de duit, en utilisant (i),
puis 3.6(iii):
(id_.$1 b jt ) 11=(_
.$
t  id ) 11 b \t=(id{t) 11 b _
.$
t b \t
=(id{t b _.$t b \t) 11 .
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On en de duit:
(id id_.$1 b jt )(id11)(W1)=(id id{t b _
.$t
t b \t)(id11)(W1)
d’ou on tire, car (id11)(W1)=(W1)1, 2 (W1)1, 3 d’apre s la multiplicativite
de W1:
(W1)1, 2 (id_.$1 b jt )(W1)1, 3=(W1)1, 2 (id{t b _
.$1
t b {t)(W1)1, 3 .
On en de duit que (id_.$1 b jt )(W1)=(id{t b _
.$1
t b \t)(W1), ce qui, d’apre s
2.4(ii), ache ve la de monstration. K
7. L’ALGE BRE DE WORONOWICZ ENGENDRE E PAR
L’UNITAIRE MULTIPLICATIF
Dans ce chapitre, nous montrons (7.1) que l’antiisomorphisme j de fini en
6.7 est une coinvolution sur l’alge bre de Hopfvon Neumann (A1 , 11), et
qu’il existe un poids invariant a gauche sur (A1 , 11) (7.3), unique a un
scalaire positif pre s (7.4). On montre enfin que cette alge bre de Hopfvon
Neumann co-involutive est munie d’une structure d’alge bre de Woronowicz,
au sens de MasudaNakagami [MN] (7.5).
7.1. The ore me. Le triplet (?1(M2 & M$0)$), 11 , j) est une alge bre de
Hopfvon Neuman co-involutive au sens de [ES2], 1.2.5.
De monstration. Pour tout | dans L(H1)* , on a:
11((| id)(W1))=(| id id )((W1)2, 3 (W1)1, 2 (W1)*2, 3)
=(| id id )((W1)1, 2 (W1)1, 3)
et donc:
11((| id )(W1*))=(11((|  id )(W1)))*
=(|  id id )((W1)1, 2 (W1)1, 3))*.
Soient !1 , !2 dans D(2 121 ); posons |1=|!1 , |2=|!2 , on aura:
(|1 b j|2 b j) 11((| id )(W1))
=(||1 b j|2 b j)((W1)1, 2 (W1)1, 3)
=(|3 |2 b j)(W1)
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ou |3 dans L(H1)* est de fini par:
|3(x)=(||1 b j)(W1(x1))
et donc, on aura, en utilisant 6.7:
(|1 b j|2 b j) 11((| id)(W1))
=(|3 |2)(12 &121 ) W 1*(12
12
1 ))
=(||1 b j|2)((2 &121 )3 (W1)1, 2 (W1)*1, 3 (2
12
1 )3)
et, par un calcul analogue, on trouvera:
(|1 b j|2 b j) 11((| id )(W1))
=(||1 |2)((2 &121 )2 (2 &121 )3 (W1)*1, 2 (W1)*1, 3 (2 121 )2 (2 121 )3).
Par ailleurs, on a aussi:
11( j(| id )(W1))
#11((2 &121 )(| id )(W1*)(2 121 ))
=(2 &121 2
&12
1 ) 11(| id )(W1*)(2
12
1 2
12
1 )
=2 &121 2
&12
1 )(|  id id )((W1)1, 2 (W1)1, 3))*(2
12
1 2
12
1 )
=(2 &121 2 &121 )(| id id )((W1)*1, 3 (W1)1, 2)*)(2 121 2 121 )
d’ou on tire:
(|2 |1) 11(| id )(W1)))=(| b j|2 b j) 11((| id )(W1))
ce qui implique, par densite :
11( j(| id )(W1)))=( j j) 11((| id )(W1))
et donc, gra^ce a 2.4, on a 11 b j=( j j) 11 . K
7.2. Corollaire. Pour tous s, t de R, on a:
(i) 11 b _.$1 b jt =(_
.$1 b j
t \t) 11=({t _
.$1 b j
t ) 11
(ii) _.$1s b _
.$1 b j
t =_
.$1 b j
t b _
.$1
s
(iii) _.$1s b {t={t b _
.$1
s
(iv) .$1 b {t=.$1 b _.$1 b jt
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De monstration. On a _.$ b jt = j b _
.$
&t b j, d’apre s ([ES2], 2.1.3). donc, en
utilisant 3.6(iii), 7.1, 6.9 et 6.7, on a:
11 b _.$ b jt =11 b j b _
.$
&t b j=( j j) 11 b _
.$
&t b j
=( j j)(\t _.$&t) 11 b j=( j j)(\t _
.$
&t)( j j) 11
=(_.$ b jt \t) 11
ce qui est la premie re relation de (i); en utilisant encore 6.9 et 7.1, on
trouve:
11 b _.$ b jt =11 b j b _
.$
&t b j=( j j) 11 b _
.$
&t b j
=( j j)(_.$&t {t) 11 b j
=( j j)(_.$&t {t)( j j) 11
=({t _.$ b jt ) 11
ce qui est la deuxie me relation de (i).
De (i) et 3.6, on de duit, en utilisant 3.6(iii) et 6.9(i):
11 b _.$s b _
.$ b j
t =(\&s _
.$
s ) 11 b _
.$ b j
t
=(\&s b _.$ b jt _
.$
s b \t) 11
=(_.$ b jt  id ) 11 b _.$s
=(_.$ b jt b \&s \t b _
.$
s ) 11
=11 b _.$ b jt b _
.$
s
d’ou on de duit (ii), par l’injectivite de 11 . On de duit (iii) de 6.9(ii), (ii) et
3.6(iii). On de duit (iv) de 6.9(ii), 3.6(iii) et de (iii). K
7.3. The ore me. (i) Le poids .$1 est invariant a droite sur l ’alge bre de
Hopfvon Neuman (?1(M2 & M$0)$, 11), c’est-a -dire, on a, pour tout x positif
dans ?1(M2 & M$0)$:
(.$1  id ) 11(x)=.$1(x).
(ii) Le poids .$1 b j est invariant a gauche, c’est-a -dire, on a, pour tout
x positif dans ?1(M2 & M$0)$:
(id.$1 b j) 11(x)=.$1 b j(x).
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De monstration. D’apre s (6.8)(ii), on a 11 b J=(J j) ;1 et donc, en
utilisant 5.1, pour tout x positif de ?1(M2 & M$0)$:
(.$1  id ) 11(x)=(.$1 b J j) ;1(J(x))= j[.1  id )(;1 b J(x)]
=.1 b J(x) j(1)=.$1(x) 1
ce qui donne (i). Le re sultat (ii) s’en de duit en utilisant 7.1. K
7.4. Proposition. (i) Tout poids normal semi-fini, fide le, invariant a
droite sur l ’alge bre de Hopfvon Neuman (?1(M2 & M$0)$), 11) est propor-
tionnel a .1 b j1 b J&1 b j.
(ii) Tout poids normal semi-fini, fide le, invariant a droite sur l ’alge bre
de Hopfvon Neuman (?1(M2 & M$0)$, 11) est proportionnel a .$1 .
(iii) Pour tout y positif de ?1(M2 & M$0)$, on a:
(id.$1) 11( y)=.$1( y) 2 &11 h
&1
1 .
De monstration. Soit / un poids normal semi-fini fide le invariant a
droite sur (?1(M2 & M$0)$, 11). D’apre s 5.5, / b 8&11 est donc un poids
invariant a gauche sur (?2(M4 & M$2)$, 1 2); par ailleurs, encore par 5.5, :2
est une action de (?2(M4 & M$2)$, 1 2) sur M2 . Soit X dans M2 ; on a:
:2[(id/ b 8&11 ) :2(X)]=(id id/ b 8
&1
1 )(:2  id ) :2(X)
=(id id/ b 8&11 )(id1 2) :2(X)
=[id (id/ b 8&11 ) 1 2] :2(X)
=(id/ b 8&11 ) :2(X)1
et donc, par 2.4 applique a l’inclusion M1 /M2 , on voit que (id/ b 8&11 )
:2(X) est affilie a M :22 =M1 . L’application X  (id/ b 8
&1
1 ) :2(X) de finit
donc un poids ope ratoriel normal semi-fini fide le de M2 sur M1 , et, par
l’irre ductibilite de l’inclusion M1 /M2 , on en de duit que ce poids
ope ratoriel est proportionnel a T2 . Il existe donc * positif tel que, pour tout
X positif de M2 , on ait:
(id/ b 8&11 ) :2(X)=*T2(X).
En particulier, si x positif appartient a M2 & M$0 , on aura:
(id/ b 8&11 ) :2(x)=*.1(x)
d’ou , en utilisant encore 5.5, on tire:
(id/) ;1(x)=*.1 b j1(x)
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ce qui, gra^ce a 6.8(ii), entrai^ne:
(id/ b j) 11J(x)=*.1(x)
mais, comme / est invariant a droite, on voit, gra^ce a 7.1, que / b j est
invariant a gauche sur (?1(M2 & M$0)$, 11), et donc / b j b J(x)=*.1 b j1(x)
d’ou (i). En appliquant (i) a .$1 , on en de duit que / et .$1 sont proportion-
nels, d’ou (ii). D’apre s 5.7, on a:
(.1 b j1  id ) ;1(x)=.1 b j1(x) 2 1h1.
En utilisant 6.8(ii), on en de duit que:
(.1 b j1 b J&1 j) 11(J(x))=.1 b j1(x) 2 1h1
et donc, pour tout y positif de ?1(M2 & M$0)$:
(.1 b j1 b J&1 j) 11( y)=.1 b j1 b J&1( y) 2 1h1
et, gra^ce a 7.1:
(id.1 b j1 b J&1 b j) 11 b j( y)=.1 b j1 b J&1( y) j(2 1 h1)
ou encore:
(id.1 b j1 b J&1 b j) 11( y)=.1 b j1 b J&1 b j( y) j(2 &11 h
&1
1 )
ce qui, gra^ce a (i), fournit (iii). K
7.5. Proposition. Le poids .$1 est invariant par {t et par _.$1 b jt .
De monstration. Soient s, t dans R. Etudions l’ope rateur Vs, t=2 &is1
2&it.1 2
is
1 2
it
.1
. D’apre s 3.2(ii) et 5.7, on a:
Vs, t=2 &is1 h
&is
1 2
&it
.1
2 is1 h
is
1 2
it
.1
ce qui, d’apre s 5.8, s’e crit aussi:
Vs, t=2 &is1 h
&is
1 _
.$1
t (2
is
1 h
is
1 )
et Vs, t appartient a ?1(M2 & M$0)$.
Par ailleurs, on a, en utilisant 2.4 et 6.9(i):
W1(Vs, t 1) W1*=11(2 &is1 h
&is
1 ) 11 b _
.$1
t (2
&is
1 h
&is
1 )
=11(2 &is1 h
&is
1 )(_
.$1
t {&t) 11(2
&is
1 h
&is
1 )
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ce qui s’e crit, en utilisant 5.8:
W1(Vs, t 1) W1*=Vs, t 2 &is1 h&is1 {&t(2 &is1 h&is1 )
et donc, en utilisant encore 5.7:
W1(Vs, t 1) W1*=Vs, t 1
d’ou on de duit, par 2.4, que Vs, t appartient a ?1(M3 & M$1); on a vu qu’il
appartient aussi a ?1(M2 & M$0)$, et c’est donc un scalaire, d’apre s 2.9.
On en de duit qu’il existe un re el positif a tel que Vs, t=aist, et donc tel
que:
2&it.1 2 1 2
it
.1
=at 2 1
ce qui s’e crit aussi:
(D.$1 b {t b \t : D.$1)s=aist
et donc, d’apre s 7.2(iv), 5.10(iii) et 3.6(iii):
.$1 b _.$1 b jt =.$1 b {t=.$1 b {t b \t=a
t.$1 .
Pour tout y positif de ?1(M2 & M$0)$, on a donc, en utilisant 7.4(iii), 7.2(i),
3.6(iii), 6.9(ii):
at.$t( y) 2 &11 h
&1
1 =.$1 b _
.$1 b j
t ( y) 2
&1
1 h
&1
1 =(id.$1) 11 b _
.$1 b j
t ( y)
=(id.$1)(_.$1 b jt \t) 11( y)=.$1( y) _
.$1 b j
t (2
&1
1 h
&1
1 )
=.$1( y) _.$1t (2
&1
1 h
&1
1 ).
On en de duit que:
2&it.1 2
&1
1 2
it
.1
=at 2 &11
ce qui conduit a a=1, et donc au re sultat. K
7.6. The ore me. (?1(M2 & M$0)$, _11 , j, .$1 , {&t) est une alge bre de
Woronowicz, au sens de [MN].
De monstration. Dans 7.1, nous avons montre que (?1(M2 & M$0)$,
_11 , j) est une alge bre de Hopfvon Neumann coinvolutive, et, dans 7.3
que le poids .$1 est invariant a gauche sur cette structure. Dans 7.5 nous
avons vu que les poids .$1 et .$1 b j commutent au sens de Pedersen
Takesaki ([St], 4.10). L’invariance de 11 , j et .$1 par {&t a e te de montre e
en 6.9, 6.7 et 7.5.
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Par ailleurs, en utilisant 6.8(ii), on trouve, pour x1 , x2 dans N.$1 :
(.$1  id )((x*2 1) 11(x1))=((.$1  id )(11(x1*)(x2 1))*
=(|4.$1(x2), 4.$1(x1)
 id )(W 1*)*
=(|4.$1(x1), 4.$1(x2)
 id )(W1)
ce qui, en utilisant 6.6, et encore 6.8(ii), est e gal a :
{i2 b j((|4.$1(x1), 4.$1(x2)
 id )(W1*)={i2 b j((.$1  id)(11(x*2)(x1 1)))
ce qui ache ve la de monstration. K
7.7. Corollaire. Le poids .^1 de fini sur ?1(M3 & M$1)$ par .^1(x)=
.$2 b 81(x), pour tout x positif de ?1(M3 & M$1)$, est (a un scalaire pre s)
l ’unique poids normal semi-fini fide le invariant a gauche sur l ’alge bre de
Hopfvon Neumann (?1(M3 & M$1)$, 1 1). Enfin, l ’isomorphisme 4.^1(x) 
F1*4.2(81(x)) ( pour x dans N.^1 permettra d ’identifier H.1 a H1 , et en par-
ticulier 2 .^1 a 2 1 et J.^1 a J 1.
De monstration. En utilisant 5.5 et 7.3 applique a l’inclusion M1 /M2 ,
on trouve:
(id .^1) 1 1(x)=(id .^1)(8&11 8
&1
1 ) 12 81(x)
=8&11 [(id.$2) 1281(x)]
=8&11 [(.$2  id ) 1281(x)]
=8&11 [(.$2 b 81(x) 1]=.^1(x) 1.
L’unicite se montre en appliquant 7.4 a l’inclusion M1 /M2 . K
7.8. Corollaire. Les isome tries antiline aires J.1 et J 1 commutent.
De monstration. Il suffit d’appliquer [MN] 3.6.2 (iv). K
8. THE ORE MES
Le re sultat obtenu en 7.6 va nous permettre de pre ciser les the ore mes
obtenus dans [EN] et rappele s au chapitre 2.
8.1. The ore me. (i) L’application de finie sur M2 & M$0 par:
1 1(x)=( j1 J&1)(_U1* j2(x) U1 _)
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est un coproduit coassociatif sur M2 & M$0 , et (M2 & M$0 , 1 1, j1 , .1 ,
_.1 b j1t b _
.1
&t b _
T1 b T2
&t ) est une alge bre de Woronowicz W1 .
(ii) L’alge bre de Woronowicz W2=(M3 & M$1 , 1 2, j2 , .2 , _.2 b j2t b
_.2&t b _
T2 b T3
&t )) obtenue en appliquant (i) a l ’inclusion M1 /M2 , est isomorphe
a l ’alge bre commutante de l ’alge bre de Woronowicz duale de W1 .
(iii) L’application :1 de finie par:
:1 (x)=(id?&11 b j2 b J1)(_U1*xU1_)
est une action exte rieure de W2 sur M1 telle que M :11 =M0 et telle que l ’in-
clusion :1 (M1)/M1 <:1 W2 est isomorphe a l ’inclusion M1 /M2 .
(iv) L’action duale (au sens de [E], II.7) de :1 est l ’action :2 de W3
obtenue en appliquant (ii) a l ’inclusion M1 /M2 ; les alge bres de
Woronowicz W1 et W3 sont isomorphes.
De monstration. Par de finition de l’alge bre de Woronowicz commutante
([MN], 4.3), il existe une structure d’alge bre de Woronowicz sur
?1(M2 & M$0) (ou sur M2 & M$0 par isomorphisme).
Le poids de Haar est donne par x  .$1(J(x))=.1(x). La co-involution
est donne e par:
?1(x)  J.1 J 1J.1 ?1(x)*J.1 J 1 J.1=?1( j1(x))
en utilisant 7.8 et 5.10. Le coproduit est donne par l’application:
?1(x)  (J&1 J&1) 11(J(?1(x)))
et envoie donc ?1(x), en utilisant 2.4, sur
_(J.1 J.1) W1(J.1 ?1(x) J.1 1) W 1*(J.1 J.1) _
c’est-a -dire, en utilisant 6.8, sur
(J.1 J 11) _W1*(?1(x)1) W1_(J.1 J 11)
=(J.1 J 1 1) ;1(?1(x))(J.1J 1 1)
=(J.1 J 1 1) U1* j2 b j1(x) U1(J.1 J 11)
et on a donc, en utilisant 7.8:
1 1(x)=( j1 b J&1 id )(U 1* j2 b j1(x) U1)
d’ou (i) en utilisant 1 1 b j1=( j1  j1) 1 1.
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Le groupe de de formations {&t | ?1(M2 & M$0)$ est e gal, par 6.9(ii), a
_.$1t b _
.$1 b j
&t b \t . Donc, d’apre s ([MN] 4.3) et 7.8, le groupe de de formations
de W1 est fourni par _.1t b _
.1 b j1
&t b \t , d’ou le re sultat, par 3.2(ii).
Par de finition de W 1 et de la dualite des unitaires multiplicatifs, W 1 est
isomorphe a (?1(M3 & M$1)$, 1 1, }^, .^1, {^t), on voit que W $1 est isomorphe a
W2 , d’ou (ii). Cet isomorphisme entre W2 et (?1(M3 & M$1)$, 1 1) rend for-
tement e quivalentes (au sens de [E], I.11) les actions :1 et :1 . D’ou (iii),
en utilisant 2.4. L’isomorphisme entre W1 et W3 est un corollaire de
([MN], 4.1 et 4.4). Par transport de structure, on peut conside rer :2
comme une action de W1 sur M1<:1 W2 ; si X appartient a :1 (M1), on
aura, en utilisant 2.4, :2 (X)=X1, et si y appartient a M2 & M$0 , on
aura, en utilisant ([EN], 6.6 et 8.9), :2 (1 y)=11 1( y); ainsi, l’action
:2 est (fortement e quivalente a ) l’action duale (au sens de ([E], II.7) de
l’action :1 . K
8.2. The ore me. Soit M0 /M1 une inclusion irre ductible de facteurs, de
profondeur 2, et T1 un poids ope ratoriel normal semi-fini fide le de M1 sur
M0 . Soient (Mi) i # N la tour de facteurs associe e, et, pour tout i>0, soit Ti
le poids ope ratoriel normal semi-fini fide le associe de Mi sur Mi&1. Alors, si
la restriction de T2 a M2 & M$0 et la restriction de T3 a M3 & M$1 sont
semi-finies:
(i) On peut munir M2 & M$0 d ’une structure d ’alge bre de Woronowicz
W1 .
(ii) Pour tout i>0, la restriction de Ti+1 a Mi+1 & M$i&1 est semi-
-finie; on peut donc appliquer (i) a l ’alge bre Mi+1 & M$i&1 qui est donc
munie d ’une structure d ’alge bre de Kac Wi ; de plus Wi+1 est isomorphe au
commutant de l ’alge bre de Kac duale de Wi .
(iii) Pour tout i>0, il existe une action exte rieure :i de Wi+1 sur Mi ,
telle que Mi&1 soit e gale a l ’alge bre des e le ments invariants M :ii , et l ’inclu-
sion Mi /Mi+1 isomorphe a l ’inclusion de Mi dans son produit croise
Mi <:1 W i+1.
(iv) Pour tout i>0, :i+1 est isomorphe a l ’action duale de :i (au sens
de [E] 2.7). La tour (Mi) i>0 est donc isomorphe a la tour canonique des
produits croise s successifs construite a partir de l ’action :1 de W1 sur M1 ,
et le premier facteur M0 est e gal a M :11 .
De monstration. Il s’agit du re sume des the ore mes 2.4 et 8.1, dans lequel
on identifie :i et :1 . K
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8.3. The ore me. Soit M0 /M1 une inclusion irre ductible de facteurs, de
profondeur 2, et T1 un poids ope ratoriel normal semi-fini fide le de M1 sur
M0 . Soient (Mi) i # N la tour de facteurs associe e, et, pour tout i>0, soit Ti
le poids ope ratoriel normal semi-fini fide le associe de Mi sur Mi&1. Alors, si
la restriction de T2 a M2 & M$0 et la restriction de T3 a M3 & M$1 sont
semi-finies, et si M2 & M$0 (resp. M3 & M$1) est une alge bre abe lienne:
(i) Il existe un groupe localement compact G tel que l ’alge bre L(G)
soit isomorphe a M2 & M$0 (resp. a M3 & M$1) et tel que l ’alge bre R(G)
engendre e par la repre sentation re gulie re droite de G soit isomorphe a
M3 & M$1 (resp a M2 & M$0)
(ii) Il existe une coaction (resp. une action) : de G sur M1 telle que
M0=M :1 et telle que l ’inclusion M1 /M2 soit isomorphe a l ’inclusion de M1
dans son produit croise M1<: G (resp. M1<: G).
De monstration. Il s’agit d’un cas particulier de 8.2, en utilisant ([ES2],
4.2.5). K
8.4. The ore me. Soit M0 /M1 une inclusion irre ductible de profondeur 2;
sont e quivalents:
(i) L’espace HomM1 , Mo1 (H1 , H2) n’est pas re duit au seul ope rateur 0.
(ii) Il existe une espe rance conditionnelle normale fide le de M2 sur M1 .
(iii) Il existe sur M3 & M$1 une structure de groupe quantique discret,
et :1 une action exte rieure de M3 & M$1 sur M1 telle que:
M0=M :11
M2=M1<:1 (M3 & M$1).
De plus, alors, il existe sur M2 & M$0 une structure de groupe quantique com-
pact. Le groupe de de formations associe a ce groupe quantique compact est
alors e gal a _T1 b T2t ; En particulier, si M0 et M1 sont semi-finies, M2 & M$0
est une alge bre de Kac de type compact, et M3 & M$1 est une alge bre de Kac
de type discret.
De monstration. Clair d’apre s 2.5, 8.2 et 8.1 (car dans le cas d’un groupe
quantique compact, on a .1=.1 b j1). Si les alge bres M0 et M1 sont semi-
finies, il en est de me^me de M2 ; par l’unicite des poids ope ratoriels, si 0
est une trace normale semifinie sur M0 , le poids 1 sera une trace normale
semi-finie fide le sur M1 et 2 une trace semi-finie fide le sur M2 ; donc alors
_2t =id, d’ou le re sultat. K
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8.5. The ore me. Soit M0 /M1 une inclusion irre ductible de profondeur 2;
sont e quivalents:
(i) L’espace HomM0 , Mo2 (H1 , H2) n’est pas re duit au seul ope rateur 0.
(ii) Il existe une espe rance conditionnelle normale fide le de M1 sur M0 .
(iii) Il existe sur M3 & M$1 une structure de groupe quantique compact,
et :1 une action exte rieure de M3 & M$1 sur M1 telle que:
M0=M :11
M2=M1<:1 (M3 & M$1).
De plus, alors, il existe sur M2 & M$0 une structure de groupe quantique dis-
cret. Le groupe de de formations associe au groupe quantique compact
M3 & M$1 est alors e gal a _T2 b T3t ; En particulier, si M0 et M1 sont
semi-finies, M3 & M$1 est une alge bre de Kac de type compact, et M2 & M$0
est une alge bre de Kac de type discret.
De monstration. Clair d’apre s 2.6 et 8.2. K
8.6. The ore me. Soit M0 /M1 une inclusion irre ductible de profondeur 2,
telle que M1 soit de type II1 ; alors il existe sur M3 & M$1 une structure
d ’alge bre de Kac de type compact, et :1 une action exte rieure de M3 & M$1 ,
sur M1 telle que:
M0=M :11
M2=M1<:1 (M3 & M$1).
De monstration. C’est un simple corollaire de 8.5. K
8.7. The ore me. ([L], [Da], [Sz]) Soit M0 /M1 une inclusion irre duc-
tible de profondeur 2, d ’indice fini, munie d ’une espe rance conditionnelle nor-
male fini fide le de M1 sur M0 . Soit (Mi) i # N la tour de facteurs associe e.
Alors l ’indice [M1 : M0] est un entier n, les alge bres M2 & M0 et M3 & M$1
sont de dimension n, et peuvent e^tre munies de structures d ’alge bres de Kac
duales l ’une de l ’autre. De plus, il existe une action exte rieure : de M3 & M$1
sur M1 telle que M0=M :1 et telle que l ’inclusion M1 /M2 soit isomorphe a
l ’inclusion de M1 dans son produit croise M1 <: (M3 & M$1).
De monstration. Comme ([EN] 12.10). K
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